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 Magische Quadrate und Vektorräume

I) Einleitung: „Kennst du n, kennst du alle“ 


“Männer“, hörte ich neulich eine junge Frau resigniert zu ihrer Freundin sagen „kennst du einen, kennst du alle!“ – Die Angesprochene nickte zustimmend. ‚Wenn die Männer’, dachte ich, ‚mit geeigneten Verknüpfungen einen eindimensionalen Vektorraum bilden, dann haben die beiden Recht.’ -  Gleichzeitig kam mir in den Sinn, dass der Spruch „Kennst du n, kennst du alle“ sich gut zur Charakterisierung eines Vektorraums der Dimension n eignet, wobei besonders die Bedeutung einer Basis bzw. eines Erzeugendensystems beschrieben wird.
Allerdings, in den üblicherweise im Unterricht behandelten Vektorräumen – Vektorraum Rn, Vektorraum der ganzrationalen Funktionen, Vektorraum linearer Abbildungen,... -  braucht man weder asis noch Erzeugendensystem, um sich den Vektorraum zu erschließen; die Elemente sind per Definition bekannt. Anders sieht es mit dem Vektorraum aus, mit dem ich mich seit einigen Wochen beschäftige und um den es hier gehen soll.

Angefangen hat alles mit der Lektüre des Artikels Wie wird man Wettkönig bei „Wetten, Dass...?“  von Thomas Seibold  im MNU-Heft  Jahrgang 56- 2003 - Heft 1. Dort berichtet der Autor von einer Fernsehsendung, in der ein Kandidat  behauptet hatte, zu jeder ihm vorgegebenen sechsstelligen Zahl n innerhalb von vier Minuten ein magisches Quadrat der Ordnung 4 mit der Zahl n als Zeilen- (bzw. Spalten- bzw. Diagonalen-)Summe angeben zu können. 

Unter anderem wird in diesem Artikel erwähnt, dass alle magischen Quadrate gleicher Ordnung mit zwei angegebenen Verknüpfungen einen Vektorraum [VR] über R bilden.

Das interessierte mich. Da beschäftige ich mich und die Schüler(innen) in der Studienstufe seit etlichen Jahren mit Vektorräumen, da bringe ich ebenso lange schon immer wieder magische Quadrate in den Unterricht der Unter- und Mittelstufe ein – aber ein Zusammenhang war mir bisher nicht aufgefallen. Magische Quadrate als Vektorräume! Das  wollte ich genauer untersuchen!

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass im oben erwähnten Artikel mit Magischen Quadraten alle Zahlenquadrate bezeichnet werden, in denen die Summen der Zeilen, der Spalten und der beiden Diagonalen gleich sind. Dass die n2  Zahlen des Quadrates paarweise verschieden sein und eine arithmetische Folge natürlicher Zahlen bilden müssen – wie vielfach in der Literatur definiert - , wird dort und auch in dieser Abhandlung nicht gefordert. (Sonst würden magische Quadrate gleicher Ordnung auch keinen Vektorraum bilden!)

II)  Vektorräume magischer Quadrate

1.  erst einmal die Verknüpfungen


Die Vektorraumverknüpfungen werden im Wetten-dass-Artikel wie folgt definiert – und diese Definitionen liegen m. E. geradezu auf der Hand:

Die Addition zweier magischer Quadrate der Ordnung n erfolgt komponentenweise:
Die Zahlen, die in den beiden Quadraten in entsprechenden Kästchen stehen, werden addiert.

Die Multiplikation eines magischen Quadrates mit einer reellen Zahl r erfolgt ebenfalls komponentenweise: Jede Zahl des Quadrates wird mit r multipliziert.
Dass mit den so definierten Verknüpfungen die Vektorraumaxiome in der  Menge der magischen Quadrate gleicher Ordnung gelten, leuchtete mir sofort ein. Und ich bin sicher, dass es dem Leser/der Leserin ebenso geht. Daher verzichte ich hier auf einen Nachweis.


Aber welche Dimension haben diese Vektorräume? Und wie sieht eine Basis aus? 
Gibt es so etwas wie Einheitsvektoren? 
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Diese Fragen sollten mich einige (Ferien-)Tage beschäftigen.
Hier mein Vorgehen und meine  Ergebnisse:
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2.  ...dann die Dimension


Fall 1: n = 3

Als erstes untersuchte ich, wie viele Zahlen man in einem magischen Quadrat  der Ordnung 3 beliebig vorgeben konnte bzw. musste, damit die anderen – und damit auch die Summe  sQ - eindeutig bestimmt waren. Wie erwartet waren es 3 Komponenten, die beliebig im Quadrat verteilt sein konnten. 

Ein Beispiel:
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Vorgegeben sind  a11 = 4, a12 = 3;  a21 = 5          

Die leeren Felder werden wie angegeben  mit  
u, v, w, x, y und z bezeichnet.

Aus  4 + 5 + x = 4 + 3 + y folgt: 
I)  y = 2+x
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Aus   x + u + y = 4 + 5 + x  und  I) folgt :
II)   u =  7 - x   (Q2)

Aus   v + 3 + 7 - x = 4 + 5 + x  folgt:
III)  v = 2x – 1

Aus   w + 5 + 7 – x = 4 + 5 + x folgt:
IV)  w =  2x – 3  (Q3)

Aus  z = 3x – 1 =  4 + 5 + x    folgt:
V)   z = -2x + 10

Andererseits ergibt sich aus der Hauptdiago-
nalen:   z + 4 + 7 – x = 4 + 5 + x   und damit
VI) z = 2x – 2

Aus V) und  VI) folgt: x = 3.  Damit ist das magisches Quadrat eindeutig bestimmt (Q4)
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Der allgemeine Fall: 
Für das magisches Quadrat mit vorgegebenen a, b, c ergibt sich mit analogen Rechnungen zunächst Q5.  
Gleichsetzen der 3. Zeile (bzw. der 3.Spalte) und der  
Hauptdiagonalen mit der Summe s = a+b+x  ergibt:

I) z = a + 2c – 2x    und     II) z = -a + b – c + 2x  

Aus I) und II) folgt : x = 
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Damit hatte ich ein für ein magisches Quadrat der Ordnung 3 mit vorgegebenen a1 = a, a12 = c;  a21 = b  die allgemeine Form gefunden (Q6):  
  






Für die durch a, b und c eindeutig festgelegte Summe     




legte Summe gilt:  s = 
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Damit hatte sich die Vermutung erhärtet: 








Der Vektorraum der magischen 







Quadrate der Ordnung 3 hat die 
                               




Dimension 3.


Und was war mit den magischen Quadraten der Ordnung 4?
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Fall 2:  n = 4 

Wenn der VR der magischen Quadrate der Ordnung 3 [3x3-Quadrate]  die 
Dimension 3 hat, sollte dann der VR der 4x4-Quadrate die Dimension 4 haben? [Im oben erwähnten Artikel wurde – allerdings ohne weitere Erklärung – für den VR der Quadrate der Ordnung n die Dimension n angegeben.] Aber das konnte doch schlecht sein; sicher ist ein 4x4-Quadrat durch 4 Zahlen nicht eindeutig bestimmt. 

Konnte man bei den 3x3-Quadraten so viele Zahlen vorgeben., wie man brauchte, um genau eine Spalte auszufüllen, so könnte man vielleicht für die 4x4-Quadrate so viele Zahlen vorgeben., wie man braucht, um genau zwei Spalten auszufüllen, vermutete ich. Und diese Vermutung erwies sich als richtig: Durch 8 Komponenten ist ein 4x4-Quadrat eindeutig bestimmt. Natürlich darf man keine zwei Spalten komplett vorgeben, da bei beliebig vorgegebenen Zahlen die Spaltensummen eher selten den gleichen Wert hätten.(So setzte ich h = a23)

Überlegungen und  Umformungen wie im vorigen Absatz führten zu folgender allgemeinen Form eines magischen 4x4-Quadrates:

	a
	e
	- a + d – e + g + h
	a + b + c  – g  - h

	b
	f
	h
	a + c + d – f - h

	c
	g
	a + b + c + d – f – g – h
	- c + f + h

	d
	a + b + c + d – e – f - g
	a – d + e + f - h
	- a + g + h


 Damit war meine zweite Vermutung erhärtet: 

Der Vektorraum der magischen Quadrate der Ordnung 4 hat die  Dimension 8.

Und wie sah es mit der Dimension bei 5x5-Quadraten aus? 
Bei nxn-Quadraten ?? 
Wie könnte eine Formel lauten???

Aus 3 mach 3 – aus 4 mach 8.
Doch was nur wird aus n gemacht?
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Die Dimensionsformel 


Zur Formel für die Dimension der Vektorräume brachten mich schließlich folgende Überlegungen: 

Die Komponenten, die man vorgeben konnte bzw. musste, füllten für n = 3 genau eine Spalte, für n = 4 genau zwei Spalten aus. Leer blieben in beiden Fällen genau n-2 Spalten. Wenn dies auch noch für n  = 5 zutreffen würde, könnte die Dimensionsformel lauten: 

dim (VRn) =  n · (n-2)


Ungünstig war hierbei nur, dass man wegen der damit festgelegten Summe nicht mehr als eine Spalte vorgeben durfte. Eine kleine Änderung half hier weiter :


Nun ergab sich für die Dimension:   dim (VRn) =  (n-1)2 – 1  , zum Glück kein Widerspruch zur Formel oben.

Es ist auch leicht einzusehen, dass mit dieser Anordnung der vorgegebenen die fehlenden Komponenten  - für jedes n - eindeutig zu bestimmen sind. 

Ein mögliches Vorgehen sei hier für n = 5 kurz angedeutet:  

                                   Man bezeichnet das untere linke Kästchen mit x, bestimmt dann den

Wert der freien Kästchen in Abhängigkeit von x. Für die Werte von v, w, y und z erhält man insgesamt 5 Gleichungen (Diagonale nicht vergessen). Diese Gleichungen erlauben es, die Werte von v, w, y und z und von x zu bestimmen!

Dieses Vorgehen ist auf jede Ordnung n zu übertragen. 

Nun blieb nur noch die Frage: Wie könnte eine Basis aussehen?
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3.  .. und schließlich eine Basis
Nun war es leicht, für den Vektorraum Vn magischer Quadrate der Ordnung n eine mögliche Basis anzugeben. In Anlehnung an die Einheitsvektoren im Rn  erhielt ich geeignete Basisquadrate , indem ich von den vorzugebenden (n-1)2 – 1 Komponenten genau einer den Wert 1, allen anderen den Wert 0 gab, und die restlichen Komponenten dann wie im vorigen Abschnitt beschrieben errechnete.

Hier die auf diese Weise erhaltenen Basen für n = 3, n = 4 und n = 5:

n = 3






























Für das bekannte magische Quadrat Q  =   



gilt dann zum Beispiel:

Q =  6 · Q1+ 1· Q2+ 7· Q3
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Für das bekannte Dürer-Quadrat  von 1514     Q  = 




gilt mit dieser Basis:

Q =  16 · Q1+ 5· Q2+ 9· Q3 + 3 · Q4+ 10· Q5+ 6· Q6 + 2 · Q7+ 11· Q8
n = 5
(Für Liebhaber(innene) zum eigenständigem Berechnen empfohlen, hat in Stresszeiten beruhigende Wirkung)
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Zum Schluss noch die allgemeine Darstellung von magischen Quadraten der Ordnung 4 und der Ordnung 5, wenn die Komponenten wie oben vorgegeben sind: 

	a
	d
	g
	a+b+c-f-h

	b
	e
	h
	2a+c+d-e-f+g-2h

	c
	f
	2a+b+c+d-e-2f+g-2h
	-c+e+h

	a+d-f+g-h
	2a+b+c-e-2f+g-h
	e+f-g
	-a+f+h


	a
	e
	i
	m
	a+b+c+d-h-k-n

	b
	f
	j
	n
	2a+c+d+e-f-h+i-j

	c
	g
	k
	o
	2a+b+d+e-g-h+i
-2k+m-n-o

	d
	h
	l
	3a+1,5b+1,5c+1,5d+1,5e
-f-0,5g-2,5h+1,5i-0,5j
-3k-0,5l+1,5m-2,5n-0,5o
	-a -0,5b-0,5c-1,5d-0,5e+f
+0,5g+0,5h-0,5i+0,5j
+2k-0,5l-0,5m+1,5n+0,5o

	a +e 
-h+i
-k+m-n
	2a+b+c+d
-f-g-2h+i
-k+m-n
	2a+b+c+d
+e-h-j-2k
-l+m-n
	-a-0,5b-0,5c-0,5d-0,5e+f
+0,5g+1,5h-0,5i+0,5j
+2k+0,5l-1,5m+0,5n-0,5o
	-2a-0,5b-0,5c-0,5d-0,5d+0,5g
+1,5h-0,5i+0,5j+k+0,5l 
-0,5m+1,5n+0,5o


II) Noch offene Fragen

Ich bin sicher, dass an magischen Quadraten noch vieles zu entdecken ist, dass noch viele Fragen gestellt werden können. Hier einige Fragen, die mir eingefallen sind: 

1) Für n = 3 steht im mittleren Kästchen genau ein Drittel der Quadratsumme s

Für n = 4  ist die Summe der Zahlen im mittleren Quadrat  gleich der Quadratsumme s

Gibt es Ähnliches für n = 5?

2) Welche Bedingungen müssen für die vorgegebenen Komponenten gelten, damit das vollständige Quadrat nur ganze Zahlen enthält?

3) Welche Bedingungen müssen für die vorgegebenen Komponenten gelten, damit das vollständige Quadrat nur natürliche Zahlen enthält?

4) Wie viele der vorgegebenen Komponenten bestimmen die Quadratsumme?

An neuen Ideen, an neuen Fragen mit und ohne Antworten bin ich sehr interessiert.   
Auch an Meldung von Fehlern, die mir mit Sicherheit unterlaufen sind!

Annelies Paulitsch 
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