Lehrprobenentwurf

im Fach Mathematik in einem Grundkurs des 4. Semesters

Thema der Unterrichtseinheit

Stochastik

Thema der Stunde

Das Geburtstagsproblem: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass von den anwesenden Personen mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben?
Bemerkungen zur Lerngruppe

Der Grundkurs besteht aus 8 Schülerinnen und 15 Schülern. Nach dem schriftlichen Abitur habe ich begonnen, in dieser Lerngruppe unter Anleitung drei Stunden pro Woche zu unterrichten.

Die Beteiligung am Unterrichtsgespräch ist sehr unterschiedlich. Bis auf Anja, Hanna, Sandra, Marius und Nils, die sehr zurückhaltend sind, beteiligen sich alle Schüler
 aktiv am Unterrichtsgespräch. Besonders bei Wiederholungen, Ergebnispräsentationen und Zusammenfassungen ist die Schülerbeteiligung hoch. Während der Erarbeitung neuer Inhalte bringen vor allem Malte, Lennart, Andreas und Henning sowie mit Einschränkungen Sven und Kai den Unterricht durch ihre Beiträge voran. Moritz entwickelt schnell Lösungsvorschläge, deren Begründungen ihm allerdings nicht immer leicht fallen. Katharina (eine leistungsschwache Schülerin) beteiligt sich erfreulich häufig. Der freundliche und hilfsbereite Umgang der Schüler untereinander ist als positiv hervorzuheben. Bei Fragen und Problemen einzelner Schüler kann mit Unterstützung aus den eigenen Reihen gerechnet werden.

Die Schüler sind es gewohnt, sich in Stillarbeitsphasen gegenseitig zu unterstützen. Im Gegensatz zur Partnerarbeit eignet sich die Gruppenarbeit nach meinen Erfahrungen nicht so gut, da sich die leistungsschwächeren Schüler auf die Ideen der leistungsstärkeren Schüler verlassen und sich kaum in die Arbeit einbringen.

Der Großteil der Schüler zeigt Interesse an dem Unterrichtsthema „Stochastik“. Dadurch, dass nur geringe Vorkenntnisse aus dem bisherigen Mathematikunterricht der Oberstufe notwendig sind, wird auch den schwächeren Schülern die Mitarbeit ermöglicht.

Stellung der Stunde im Unterrichtszusammenhang

In dieser Unterrichtseinheit wurden Wahrscheinlichkeiten zunächst durch Simulation von Zufallsexperimenten angenähert. Anschließend wurde zu der rechnerischen Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Baumdiagrammen und den Pfadregeln übergegangen. Es wurde zwischen Laplace-Experimenten und Nicht-Laplace-Experimenten unterschieden.

Im Verlauf der Unterrichtseinheit stellte sich heraus, dass es sehr aufwendig war, Baumdiagramme von bestimmten Experimenten zu erstellen. Um den Aufwand zu verringern, wurden kombinatorische Hilfsmittel eingeführt: Die Schüler erarbeiteten sich die allgemeinen Formeln für das 

· „Ziehen mit Zurücklegen mit Beachtung der Reihenfolge“: nk 

· „Ziehen ohne Zurücklegen mit Beachtung der Reihenfolge“: 
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· „Ziehen ohne Zurücklegen ohne Beachtung der Reihenfolge“: 
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In der heutigen Stunde erhalten die Schüler eine Aufgabe, bei deren Lösung sie entscheiden müssen, welche der drei ihnen bekannten kombinatorischen Hilfsmittel sie benötigen.

Sachanalyse

Eine bekannte Aufgabe in der Stochastik ist das Geburtstagsproblem. Sie lautet:

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass von n Personen mindestens zwei am gleichen Tag eines Jahres Geburtstag haben? 

Für die Lösung müssen folgende Überlegungen angestellt werden:

a) Wie groß ist die Anzahl aller möglichen Geburtstagskombinationen |(| bei n Personen?

|(| = 365n („Ziehen mit Zurücklegen mit Beachtung der Reihenfolge“)

b) In der Frage kommt das Wort „mindestens“ vor. Es ist in diesem Fall geschickt zur Beantwortung der Frage das Gegenereignis 
[image: image3.wmf]A

: „alle Personen haben an verschiedenen Tagen Geburtstag“ zu betrachten.

|
[image: image4.wmf]A

| = 365 · 364 · 363 · 362 · ... · (365 ( n + 1) („Ziehen ohne Zurücklegen mit Beachtung der Reihenfolge“)

c)  Die Wahrscheinlichkeit für keinen gemeinsamen Geburtstag berechnet sich mit Laplace, wobei vorausgesetzt wird, dass alle Geburtstage gleichverteilt sind und der 29. Februar unberücksichtigt bleibt: P(
[image: image5.wmf]A

) = 
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d) Um die Wahrscheinlichkeit für mindestens einen gemeinsamen Geburtstag von zwei Personen zu berechnen, muss die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses P(
[image: image7.wmf]A

) von 1 subtrahiert werden.

Didaktische Analyse

Im täglichen Leben wird deutlich, „in wie vielfältiger Weise das Phänomen Zufall und die Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik unsere Umwelt prägen und in unser Leben hinein spielen“ (Kütting 1981, S. 10). So stößt man nicht nur beim täglichen Zeitunglesen auf Statistiken (z. B. bei Wahlen), sondern wird auch in verschiedenen Berufszweigen (Medizin, Soziologie, BWL, Ingenieurwissenschaften u. a.) mit stochastischen Überlegungen konfrontiert. Allein diese beiden Punkte rechtfertigen die Behandlung des Themas Stochastik in der Schule. Die Schüler dieses Kurses machen zudem im Sommer ihr Abitur und beginnen evtl. ein Studium, für das stochastische Grundkenntnisse benötigt werden.

In der Unterrichtseinheit „Stochastik“ versuche ich, mich auf die grundlegenden stochastischen Methoden und Begriffe zu konzentrieren und dabei den Prozess stochastischen Denkens stärker in den Vordergrund zu rücken.

Diese Vorgehensweise zeigt sich nicht zuletzt darin, dass ich mich im bisherigen Unterrichtsverlauf bewusst auf endliche Wahrscheinlichkeitsräume beschränkte. Auch den axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung habe ich, bekräftigt durch Herbert Kütting, nicht behandelt. Während der axiomatische Aufbau zwar aus fachwissenschaftlicher Sicht optimal ist, kann er im Stochastikunterricht die Ausprägung intuitiver stochastischer Denkweisen eher behindern (ebd., S. 26). Bewegt man sich in endlichen Wahrscheinlichkeitsräumen, sind die Kolmogorow’schen Axiome ohnehin unerheblich bzw. unmittelbar einsichtig. Dennoch wurde der Unterricht so angelegt, dass mögliche Wege zu einem späteren axiomatischen Aufbau offen bleiben.

In den vorangegangenen Stunden wurden die drei oben erwähnten Abzählverfahren getrennt voneinander anhand von Beispielen erarbeitet. An dieser Stelle im Unterrichtszusammenhang gilt es, den Umgang damit zu vertiefen und die Schüler mit Aufgaben zu konfrontieren, bei denen sie selbst entscheiden müssen, welcher Fall vorliegt. Hierfür habe ich eine komplexe und zugleich in der Stochastik bekannte Aufgabe gewählt: Das Geburtstagsproblem.

Diese Aufgabe eignet sich einerseits, um das Entscheiden für das in der Situation sinnvolle Abzählverfahren (hier „Ziehen mit bzw. ohne Zurücklegen mit Beachtung der Reihenfolge“) und dessen Anwendung sowie die Berechnung über das Gegenereignis zu üben. Zum anderen wird aufgrund des unerwarteten Ergebnisses ein kognitiver Konflikt ausgelöst, den es aufzulösen gilt. Das Ergebnis ist faszinierend und fordert dadurch zum Nachdenken über den gefundenen Lösungsweg heraus. 

Winter (1992) beschreibt das Geburtstagsproblem folgendermaßen:

„Damit gehört die Geburtstagsparadoxie zu jenen zahlreichen Problemen –nicht nur in der Stochastik-, deren numerische Lösungen einer intuitiven und unmittelbaren Abschätzung kaum zugänglich erscheinen, die sich anscheinend nur über formale Argumentationen und rechnerische Prozeduren aufhellen lassen“ (ebd., S. 34). Dieses Zitat unterstreicht, dass die rechnerische Bestimmung noch keine Überzeugung liefert. Winter nennt verschiedene Strategien, wie das Ergebnis der Aufgabe dennoch greifbar gemacht werden kann (vgl. ebd., S. 32-33).

Ziele der Stunde:

Die Schüler sollen

1. das Geburtstagsproblem kennen lernen und abschätzen, wie groß die Wahrscheinlichkeit für mindestens einen gemeinsamen Geburtstag unter den anwesenden Personen ist und diese Schätzung begründen,

2. einen Lösungsansatz entwickeln, d.h. sie sollen erkennen, dass die Wahrscheinlichkeit mit Laplace und über das Gegenereignis berechnet werden kann,

3. die entsprechenden kombinatorischen Abzählverfahren nachvollziehen und die gesuchte Wahrscheinlichkeit über das Gegenereignis berechnen.

 Methodische Konsequenzen

Als Einstieg in die Stunde wird dem Kurs eine Wette von mir angeboten („Ich wette, dass von den heute hier anwesenden Personen mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben.“). Damit die Wette den Schülern während dieser Phase präsent ist, werde ich sie zusätzlich auf einer Folie darbieten. Durch den unmittelbaren Bezug auf die Lerngruppe fühlen sich die Schüler stärker angesprochen, als durch die in der Literatur verbreitete Formulierung „Wie viele Menschen müssten zusammentreffen, damit man darauf wetten kann (also die Wahrscheinlichkeit größer als 50% ist), dass mindestens zwei davon am gleichen Tag Geburtstag haben?“

Ich habe mich entschieden das Geburtstagsproblem als Wette zu präsentieren, um die Schüler sofort zum Nachdenken über den dargebotenen Sachverhalt anzuregen. Da ich gegen den gesamten Kurs wette, müssen die Schüler miteinander darüber ins Gespräch kommen, ob sie die Wette annehmen. Das Gespräch wird darauf hinauslaufen, dass die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des Ereignisses „mindestens zwei Personen haben den gleichen Geburtstag“ thematisiert wird. An dieser Stelle werden die Schüler ihre Schätzungen in Form von „Klebepunkten“ in einer Tabelle, die auf einem Plakat dargestellt ist, eintragen. Durch diese Vorgehensweise wird schnell und übersichtlich die Einschätzung der Schüler dokumentiert. Das Plakat wird bei dem späteren Vergleich mit dem rechnerischen Ergebnis benötigt und kann in der nachfolgenden Stunde wieder mitgebracht werden.

In der in zwei Stufen aufgeteilten Erarbeitungsphase werden die Schätzungen rechnerisch überprüft. Die erste Stufe erfolgt in einem frontal gelenkten Unterrichtsgespräch, dessen Inhalt die Mathematisierung des Geburtstagsproblems ist. Es wird geklärt, was zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit benötigt wird. Diese Phase erfolgt im Unterrichtsgespräch, damit allen Schülern bereits ein erster Lösungsansatz für die Bearbeitung zur Verfügung steht. Die Sozialform der Einzel- oder Partnerarbeit halte ich zu diesem Zeitpunkt nicht für sinnvoll, da vermutlich der überwiegende Teil der Schüler ohne eine Hilfestellung überfordert wäre.

Im zweiten Teil der Erarbeitungsphase berechnen die Schüler die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Um zu gewährleisten, dass sich jeder damit befasst, findet diese Unterrichtsphase in Einzelarbeit statt. Evtl. auftauchende unterstützende Gespräche sowie Partnerarbeit werde ich dabei nicht unterbinden, um schwächeren Schülern die Chance zu geben, Gedankenanstöße zu bekommen. Bei der Bearbeitung müssen die in der Sachanalyse aufgeführten Überlegungen angestellt werden. 

Zur Ergebnissicherung werden die Schüler ihre Lösung präsentieren. Dies dient nicht nur dazu, dass alle Schüler den Rechenweg nachvollziehen können, sondern ist darüber hinaus sogar notwendig, da den Schülern möglicherweise ihr richtiges Ergebnis (> 50%) zu hoch und somit falsch vorkommen wird.

Am Ende der Stunde soll die Wette aufgelöst werden und überprüft werden, ob unter den anwesenden Personen mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben. In diesem Rahmen gilt es, das tatsächliche Ergebnis mit den geschätzten Prozentzahlen zu vergleichen, bevor die Hausaufgabe gestellt und die Stunde zusammengefasst wird. In der Hausaufgabe soll im Sinne von Winter die Strategie der Reduktion realisiert werden, indem die Berechnung zweier Geburtstagsaufgaben, die sich jeweils auf zwei Personen beziehen und auf den ersten Blick gleich erscheinen, aber unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten haben, bearbeitet werden (vgl. Arbeitsblatt).

Anschließend bietet sich eine Betrachtung der Frage an, ab welcher Personenzahl sich eine Wette auf mindestens einen gemeinsamen Geburtstag lohnt. Hierbei ist die Betrachtung des dazugehörigen Graphen sinn- und eindrucksvoll. Dennoch werden diese mathematischen Tatsachen ein Unbehagen hinterlassen, da das Warum nicht berührt wird. „Man möchte ja intuitiv klarer sehen, inwiefern eine so niedrige Anzahl von Menschen bereits ausreicht, um auf mindestens eine Geburtstagskoinzidenz wetten zu können“ (Winter 1992, S. 35). Winter bezieht sich bei seiner intuitiven Aufklärung auf die egozentrische Interpretation und das Gerechtigkeitsempfinden. Diese Erklärung für die „falsche“ Einschätzung darf den Schülern nicht vorenthalten werden. Aus zeitlichen Gründen gehe ich davon aus, dass die Präsentation des Graphen und die Erläuterungen von Winter erst in der nachfolgenden Stunde behandelt werden können. Sollte sich in der heutigen Stunde herausstellen, dass die Erarbeitung schneller verläuft, werde ich den Graphen von den Schülern interpretieren lassen.

Werden die Schüler in der Erarbeitungsphase mehr Zeit benötigen, als geplant, ist ein Ausstieg aus der Stunde auch während dieser Phase denkbar. Die Schüler werden dann die Berechnung zu Hause fortführen. Am Ende der Stunde steht auch in diesem Fall das Auflösen der Wette und die Zusammenfassung der Stunde.
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Sitzplan

Tabellarischer Stundenverlauf

	Medien
	Folie
	Plakat und Klebepunkte

Tafel
	Heft
	Tafel

Plakat
	Arbeitsblatt


	

	Sozialform und Handlungsmuster
	Lehrervortrag
	Frontalunterricht mit gelenktem Unterrichts-gespräch
	Einzel- bzw. Partner-arbeit
	Frontalunterricht mit gelenktem Unterrichtsgespräch 
	
	

	erwartetes Schülerverhalten
	Zuhören und erstes Nach-denken über die angebotene Wette
	Auseinandersetzung mit der Wette:
· Was ist wahrscheinlicher:

Von den Anwesenden haben mind. zwei oder keiner am gleichen Tag Geburtstag? 

S. tragen Schätzung in die Tabelle ein. 

S. entwickeln Vorschläge für die rechnerische Überprüfung.
	S. berechnen die Wahrscheinlichkeit.
	Ein S. stellt seinen Lösungsweg an der Tafel vor, die anderen hören zu, ergänzen, fragen nach.

S. vergleichen ihre Schätzungen mit dem rechnerischen Ergebnis. 
	S. fasst Ergebnisse der Stunde zusammen.
	

	geplantes Lehrerverhalten
	L. konfrontiert S. mit dem Geburtstagsproblem in Form einer Wette 
	L. regt S. zum Gespräch an.
L. skizziert Lösungsansatz der S. 
	L. fordert S. auf, die W’keit zu berechnen und steht danach für Fragen zur Verfügung.
	L. fordert S. auf, ihre Ergebnisse zu präsentieren bzw. zu erläutern. 

L. fordert zum Vergleich des Ergebnisses mit den Vermutungen auf.

L. befragt Anwesende zu ihren Geburtstagen und löst die Wette auf.
	L. stellt die Hausaufgabe.

L. fordert zur Zusammenfassung der Stunde auf.
	L. legt Folie mit der Kurve „Wahrscheinlichkeit für Geburtstagskoinzidenz in Abhängigkeit der Anzahl der Personen“ auf.

	Phase
	Einstieg
	Erarbeitung I
	Erarbeitung II
	Auswertung und Ergebnnis-sicherung
	Stundenende
	Reserve














� Aufgrund der besseren Lesbarkeit beschränke ich mich auf die Form „Schüler“, meine aber selbstverständlich Schülerinnen und Schüler.
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