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1. Thema der Unterrichtseinheit

Differentialrechnung

2. Thema der Stunde

Steigungsberechnung einer Funktion in einem Punkt:

„Welches Zwischenstück ist für die Oberstdorfer Skiflugschanze geeignet?“

3. Bemerkungen zur Lerngruppe

Seit Beginn des Schuljahres unterrichte ich die Vorstufe VS drei Stunden pro Woche in dem Fach Mathematik. Die Klasse besteht aus 16 Schülerinnen und 12 Schülern.

Bezüglich des Leistungsvermögens besteht in der Klasse eine große Heterogenität. Sehr leistungsstark ist vor allem Cary. Er beschäftigte sich auch außerhalb der Schule mit mathematischen Fragestellungen und besuchte einen Mathematik-Zirkel für Begabte. Cary arbeitet sehr diszipliniert und meldet sich auch bei Reproduktionsfragen. Auch Sonja, Vyenna, Daniel, Frank und Shokooh sind im Unterricht sehr aktiv und leisten gute Beiträge. Philipp, Julia und Bibiana arbeiten sehr gewissenhaft und liefern gute bis sehr gute schriftliche Leistungen. In der mündlichen Mitarbeit bringen sie ihr Wissen jedoch zu selten ein. Eine besondere Stellung nimmt Philip ein. Seine Einwürfe zeigen, dass er ein sehr tiefes mathematisches Gespür und Verständnis besitzt. In schriftlichen Ausführungen er weist jedoch große Defizite auf.

Obwohl bei allen Schülerinnen und Schülern grundsätzlich der Wille zu einer Auseinandersetzung mit mathematischen Inhalten vorhanden ist, haben einige auch Schwierigkeiten mit dem Verständnis mathematischer Inhalte. Während Saki und Peter versuchen, ihre mathematischen Defizite durch eine verstärkte mündliche Teilnahme zu verringern, sind Elena und Melvyn zu still. Es fällt mir immer noch schwer, herauszufinden, inwiefern diese vier den Stoff verstanden haben. Die Mädchengruppe um Johanna, Jenny, Annina und Alexandra versucht ihre Defizite durch Fleiß zu verringern. Sie fordern bei den Einzel- oder Partnerarbeitsphasen in verstärktem Maße Hilfestellungen vom Lehrer ein.

Insgesamt bereitet es mir viel Freude, in dieser Klasse zu unterrichten. Es ist aber aufgrund der großen Leistungsheterogenität sehr schwierig, den Unterricht so zu planen und durchzuführen, dass sowohl die leistungsstarken Schülerinnen und Schüler nicht unter- als auch die leistungsschwächeren nicht überfordert werden.

4. Stellung der Stunde im Unterrichtszusammenhang

Das Thema „Differentialrechnung“ beschäftigte die Schülerinnen und Schüler bisher sechs Unterrichtsstunden. Zuvor wurde das Thema „Folgen“ mit Grenzwertprozessen durchgenommen.

In den Anfängen der Differentialrechnung haben die Schülerinnen und Schüler gelernt, wie sie aus der Flugkurve eines Balles seine mittlere Geschwindigkeit bestimmen können. Es stellte sich heraus, dass die mittlere Geschwindigkeit die Steigung der Sekante durch die beiden Punkte im Orts-Zeit-Diagramm darstellt. Nach der mittleren Geschwindigkeit wurde anhand einer Bergwanderung die mittlere Steigung erarbeitet und festgestellt, dass die mittlere Steigung die Steigung der Sekante im Orts-Orts-Diagramm (x-y-Diagramm) ist. Die Schülerinnen und Schüler lernten den Differenzenquotienten kennen und anwenden.

Thema der letzten Stunden war die Bestimmung der Momentangeschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt t0, indem das Zeitintervall t1 ( t0 verkleinert und der Grenzwert des Differenzenquotienten betrachtet wurde.

Ein Lerntagebuch wurde mit dem Beginn des Themas „Differentialrechnung“ eingeführt. Das hier eingeführte Tagebuch orientiert sich an dem Artikel von Heske (2001). Im Gegensatz zu dem von Ruf und Gallin (1998) beschriebenen „Reisetagebuch“ dient es nicht als „Allroundheft“, in dem auch singuläre Nachforschungen, Übungen und Hausaufgaben notiert werden, sondern als eine Art „Stunden- und Themenüberblick“.

In dieser Stunde soll der Übergang von dem Differenzenquotienten zum Differentialquotienten vorbereitet werden. Der Differentialquotient und der Begriff der Ableitung werden in den anschließenden Stunden behandelt.

5. Ziele der Stunde

Die Schülerinnen und Schüler sollen

· mit dem Problem des Baus einer Skiflugschanze eine weitere Anwendung der Differentialrechnung kennen lernen,

· herausarbeiten, dass das Zwischenstück für die Skiflugschanze in den Endpunkten „Glattheitsbedingungen“ erfüllen muss,

· den Begriff der „Glattheit“ mathematisch als die Übereinstimmung des linksseitigen Grenzwertes mit dem rechtsseitigen Grenzwert des Differenzenquotienten nachvollziehen und

· herausfinden, welche der vorgeschlagenen Funktionen als Zwischenstück für die Skiflugschanze geeignet ist.

6. Fachliche und didaktische Grundlegung

6.1 Sachanalyse

Eine Skiflugschanze besteht aus drei Abschnitten: einer geradlinigen Strecke zu Beginn des Anlaufs, einem Schanzentisch am Ende und einer Verbindungskurve, welche die geradlinige Strecke und den Schanzentisch miteinander verbindet. In Oberstdorf beginnt die geradlinige Strecke in einer Höhe von 72 m und endet nach 70 m Luftlinie auf der Höhe von 16 m. Der 7 m lange Schanzentisch ist 110 m Luftlinie vom Startpunkt entfernt und wird hier als horizontale Strecke angenommen (siehe die im Anhang blau gezeichneten Strecken).

Im Allgemeinen muss die Verbindungskurve graphisch einem Polynom 3. Grades entsprechen, da vier Bedingungen
 vorgegeben sind
. In diesem Beispiel habe ich aber die Abmessungen so gewählt, dass sich das Zwischenstück schon durch ein Polynom 2. Grades darstellen lässt.

6.2 Überlegungen zur Didaktik

„Formales mathematisches Wissen allein und ausschließlich innermathematische Zusammenhänge haben kaum Bedeutung fürs Leben. Sie werden schnell wieder vergessen.“ (Böer (2000), Seite 60)

In diesem Sinne versuche ich, in den Mathematikunterricht Anwendungen einzubinden und praktische Probleme zum Gegenstand des Mathematikunterrichts zu machen. Gerade die Differentialrechnung scheint mir ein geeignetes Feld zu sein, den Schülerinnen und Schülern mathematische Anwendungen näher zu bringen
. Dabei versuche ich, nicht nur nahe liegende Beispiele mit einem physikalischen Hintergrund heranzuziehen, sondern vielmehr andere Gebiete wie die Geographie und die Architektur zu nutzen. Ich habe die Erfahrung gemacht, dass gerade die Verwendung physikalischer Beispiele nicht immer alle Schülerinnen und Schüler anspricht.

Nachdem ich mit der Bergwanderung und der Flugkurve eines Balles je ein Beispiel aus der Geographie und der Physik vorgestellt habe, möchte ich nun ein Beispiel zum Thema „Architektur“ verwenden. Das Beispiel der Skiflugschanze schien mir dabei aus den folgenden Gründen zweckmäßig:

· Aktualität: Die Skiflugschanze in Oberstdorf wurde tatsächlich vergrößert, um den Skispringern eine größere Sprungweite (über 200 m) zu ermöglichen. Beim Wettbewerb am 3. März 2001 stellte sich heraus, dass die Sprungschanze zwar korrekt konstruiert wurde, der Auslauf aber zu knapp berechnet war. Als Folge daraus erlitten die ersten Skiflieger Verletzungen. Der Auslauf wurde noch am gleichen Tag vergrößert, um weitere Unfälle zu vermeiden und den Wettkampf am nächsten Tag zu ermöglichen.

· Mathematik zum Nachempfinden: Die Skiflugschanze verdeutlicht meiner Ansicht nach eindrücklich die Verbindung zwischen „Glattheit“ im mathematischen und im anschaulichen Sinne. Stimmt die Steigung an den kritischen Stellen nicht überein, kann gut nachempfunden werden, dass der Skiflieger entweder von der Bahn „abhebt“ oder stürzt.

· Anwendungsbezug: Eine Funktion, die stückweise aus Polynomen zusammen gesetzt wurde, wird Spline genannt. Splines spielen vor allem bei computerunterstützendem Konstruieren von Graphiken (CAD) eine Rolle. Bei der hier konstruierten Anlaufbahn handelt es sich um einen sogenannten quadratischen Spline.

· Aspekt der mathematischen Inhalte: Die Steigung in einem Punkt wird näherungsweise bestimmt. Durch das sukzessive Annähern des Differenzenquotienten an den Differentialquotienten erfahren die Schülerinnen und Schüler die beiden fundamentalen Aspekte der Funktion: den Zuordnungs- und den Kovariationsaspekt
.

· Aspekt der mathematischen Modellierung: „Glattheit“ wird rechnerisch dadurch überprüft, dass die Steigung in einem Punkt berechnet wird.

Die realen Maße der Skiflugschanze in Oberstdorf wurden soweit wie möglich übernommen (z. B. Höhe der Startbahn, Neigungswinkel des geradlinigen Teils sowie Länge des Schanzentisches und der Anlaufbahn). Eine Vereinfachung wurde nur insoweit vorgenommen, als dass das Zwischenstück durch eine Parabel dargestellt wird. Diese Vereinfachung habe ich aus folgenden Gründen gewählt:

· Die Parabel stellt für die Schülerinnen und Schüler vermutlich eine erste Annäherung an eine nicht-geradlinige Kurve dar.

· Eine Bahn, welche nur eine Funktion dritten Grades als geeignet zulässt, könnte bei den Schülerinnen und Schülern eine Diskussion auslösen, ob es nicht doch eine Parabel mit diesen Eigenschaften gibt. Ich möchte aber in dieser Stunde nicht die Existenz einer solchen Parabel widerlegen, sondern die Eigenschaften der Parabel an den Endpunkten diskutieren.

7. Methodische und mediale Überlegungen zur Verlaufsplanung

Zu den einzelnen Unterrichtsphasen:

· Einstieg: Das Problem wird den Schülerinnen und Schülern im Lehrervortrag vorgestellt. Als Hilfsmittel dienen mir dabei Fotos von der Skiflugschanze und ein Plakat, auf dem die gerade Anlaufstrecke und der Schanzentisch skizziert sind. Die Fotos sollen zum einen das Problem motivieren, zum anderen die Notwendigkeit der später diskutierten „Glattheit“ verdeutlichen. Das Plakat liefert die gegebenen Anfangsdaten und dient zur Bestimmung der Steigung der Anfangsstrecke.

Ziel des Einstiegs ist die Motivation des Themas der Stunde sowie die Kenntnis der relevanten Daten der Skiflugschanze.

· Erarbeitung I: Die Schülerinnen und Schüler sollen anhand ausgewählter Beispiele (siehe Anhang I) im Unterrichtsgespräch die Kriterien für ein geeignetes Zwischenstück herausarbeiten. Dabei soll der Übergang von anschaulichen Kriterien wie „glatt“ in die mathematische Sprache übersetzt werden. Ich habe mich dazu entschieden, nicht die graphischen Darstellungen (siehe Anhang II) der später als Formel vorgegebenen Vorschläge diskutieren zu lassen, da der Graph des letzten Vorschlages unterhalb der x-Achse verläuft. Die Diskussion könnte sich daher vom Aspekt der gleichen Steigung in Richtung der Bestimmung der Nullstellen verschieben. Das Augenmerk möchte ich aber auf die Übergänge konzentrieren. Um speziell die Situation auf die Stelle x = 70 zuzuspitzen, habe ich die Zwischenstücke (bis auf Vorschlag 1) „glatt“ an den Schanzentisch angepasst.

Die Phase erfolgt im gelenkten Unterrichtsgespräch, damit alle Schülerinnen und Schüler befähigt sind, die nächste Erarbeitungsphase selbstständig erledigen zu können.

Ziel dieser Erarbeitungsphase ist die Kenntnis, dass die in der nächsten Phase vorgegebenen Funktionen erst dann hinsichtlich der Leitfrage beurteilt werden können, wenn die Steigung der Funktion an der Stelle x = 70 bestimmt und mit der Steigung der geradlinigen Anfangsstrecke ((0,8) verglichen wird.

· Erarbeitung II: Die Schülerinnen und Schüler sollen in Einzel- bzw. Partnerarbeit die Steigung an der Stelle x = 70 an jeweils einer der vorgegebenen Funktionen bestimmen. Die Klasse wird dabei in drei Gruppen unterteilt, die jeweils eine von mir festgelegte Funktion untersuchen sollen. Die Sozialform der Partner- und Einzelarbeit habe ich gewählt, um zu gewährleisten, dass sich alle mit der Berechnung der Steigung in einem Punkt auseinandersetzen. Gruppenarbeit sehe ich aufgrund der Klassenstärke und der geringen Größe des Klassenraums als nicht geeignet an. Die Einteilung in drei Gruppen, von denen jede eine Funktion untersucht, soll das Interesse an der anschließenden Präsentation erhöhen: Welche Funktion ist als Zwischenstück geeignet? Gibt es mehrere Funktionen, die dazu geeignet sind?

Alternativ zu dem hier gewählten Weg hätten die Schülerinnen und Schüler den Auftrag bekommen können, alle drei Funktionen zu untersuchen. Diesen Weg habe ich nicht gewählt, da dieses eine zu große Zeit beanspruchen würde. Die Spannung in der Ergebnispräsentation würde außerdem nur darin bestehen, die eigenen Ergebnisse zu vergleichen.

Eine andere Möglichkeit sehe ich darin, dass die Schülerinnen und Schüler versuchen könnten, selbst diese Funktion zu konstruieren. Da ihnen der Begriff der Ableitung nicht bekannt ist, würde dieser Weg zum reinen Raten führen, schnell Frustrationen auslösen und den Rahmen der Unterrichtsstunde sprengen. Daher habe ich mich für den oben genannten Weg entschieden.

Ziel dieser Phase ist die Bestimmung der Steigung der gegebenen Funktion an der Stelle x = 70.

· Ergebnissicherung: Die Ergebnisse sollen im Unterrichtsgespräch vorgestellt werden, das geeignete Zwischenstück herausgefunden werden. Falls noch Zeit vorhanden ist, sollen die Schülerinnen und Schüler die graphische Veranschaulichung den einzelnen Funktionen zuordnen.

8. Hausaufgaben zur folgenden Stunde

Bei geplantem Stundenende sollen die Schülerinnen und Schüler die Steigung an der Stelle x = 110 berechnen und mit der Steigung des Schanzentisches vergleichen. Außerdem sind sie –wie jede Stunde( aufgefordert, ihr Lerntagebuch weiter zu führen.

9. Alternatives Ende der Stunde

Da es mir wichtig ist, dass die Schülerinnen und Schüler den Begriff der „Glattheit“ in mathematische Formeln übersetzen, könnte die erste Erarbeitungsphase länger als geplant dauern. Die Berechnung der Steigungen könnte damit am Ende der Stunde noch nicht vollendet sein. Ist dies der Fall, sollen die Schülerinnen und Schüler den bisherigen Stundenverlauf und ihre Erkenntnisse zusammenfassen. Als Hausaufgabe sollen sie dann die Berechnung der Steigung an der Stelle x = 70 vollenden.

Tabellarischer Überblick über den Stundenverlauf

	Medien der Dokumentation des Lernprozesses und -ergebnisses
	OHP

Plakat
	OHP

Tafel
	Tafel

Hefte
	OHP

evtl. Tafel

	Sozialform und Handlungsmuster
	Frontalunterricht mit Lehrervortrag
	Frontalunterricht mit

gelenktem Gespräch
	Einzel- bzw. Partnerarbeit
	Frontalunterricht mit

gelenktem Gespräch

	erwartetes Schüler- und Schülerinnenverhalten
	S. hören zu
	S. erarbeiten, dass ein Zwischenstück dann geeignet ist, wenn die Steigung der Kurve mit der Steigung der geradlinigen Strecke übereinstimmt.
	S. berechnen näherungsweise die Steigung der ihr vorgegebenen Funktion an der Stelle x = 70.
	S. präsentieren ihre Ergebnisse und erörtern, welcher Vorschlag für das Zwischenstück geeignet ist.

	geplantes Lehrerverhalten
	L. erläutert das Problem:

-Thema: Skifliegen

-Neubau einer Schanze

-Vorschläge für das Mittelstück sollen beurteilt werden.
	-L. fordert S. auf, anhand der Vorschläge Kriterien für die Überprüfung eines geeigneten Zwischenstückes zu finden.
	L. präsentiert die Formeln, teilt die S. in drei Gruppen ein und fordert sie auf, die Steigung an der Stelle x = 70 zu bestimmen. L. steht für Fragen zur Verfügung.
	L. fordert die S. auf, ihre Ergebnisse zu präsentieren.

	Materialvorlage
	-Bilder von der Skisprungschanze

-Plakat, in der die ersten beiden Teile der Schanze skizziert sind
	-Vorschläge auf Folie
	-Folie mit den Formeln
	

	Phase
	Einstieg
	Erarbeitung I
	Erarbeitung II
	Sicherung der Ergebnisse


10. Sitzplan
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Anhang I: Diskussionsgrundlage für die Erarbeitung der Kriterien

Vorschlag 1

[image: image1.png]110





Vorschlag 2
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Vorschlag 3
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Anhang II: Welcher Vorschlag ist als Zwischenstück geeignet?

Vorschlag A:

f(x) = 0,0275 ( x2 ( 5,35 ( x + 255,75
; 70 < x < 110

Vorschlag B:

f(x) = 0,0025 ( x2 ( 0,85 ( x + 63,25
; 70 < x < 110
Vorschlag C:

f(x) = 0,01 ( x2 ( 2,2 ( x + 121
; 70 < x < 110
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Bilder zum Einstieg:
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� Der Anfangspunkt der Kurve und die Steigung in diesem Punkt muss mit dem Endpunkt und der Steigung der geradlinigen Strecke sowie der Endpunkt der Kurve und die Steigung in diesem Punkt mit dem Anfangspunkt des Schanzentisches und dessen Steigung übereinstimmen.


� Genau genommen bedarf es eines Polynoms 5. Grades, da sich die Kraft, die auf einen Skiflieger längs der Bahn wirkt, nicht abrupt ändern sollte. Damit muss aber auch die zweite Ableitung der gesamten Kurve stetig sein.


� � ADDIN ENRfu ��Bürger und Malle (2000)� meinen: „Solange die Differentialrechnung noch unterrichtet wird, wird man auch Anwendungen brauchen, um zu demonstrieren, dass man mit dem Gelernten etwas Brauchbares anfangen kann (Demonstration der „Kraft des Kalküls“).“ (ebd., Seite 56)


� � ADDIN ENRfu ��Malle (2000)� definiert diese Aspekte: „Zuordnung: Jedem x wird genau ein f(x) zugeordnet. Kovariation: Wird x verändert so verändert sich f(x) in einer bestimmten Weise und umgekehrt.“ (ebd., Seite 8).
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