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1. Thema der Unterrichtseinheit

Quadratische Funktionen 

2. Thema der Stunde

„Wie kann Sherazade ihre große Liebe verzaubern?” –  Anwendungsproblem zum Valentinstag zur Einführung quadratischer Funktionen mittels eines Auftrags (siehe Auftrag im Anhang)

3. Stellung der Stunde in der Unterrichtseinheit

Die Unterrichtseinheit behandelt die quadratischen Funktionen. Nach einer Einheit über die Strahlensätze begannen wir mit dieser Einheit vor zwei Stunden. Um die Eigenschaften einer quadratischen Funktion besser in das Vorwissen der SchülerInnen integrieren zu können, hielt ich es für sinnvoll, die linearen Funktionen aufzufrischen. Die SchülerInnen sollten sich anhand eines Anwendungsproblems die lineare Funktion vor Augen führen. In diesem Zusammenhang haben wir das Koordinatensystem, den Graphen einer Zuordnung, Wertetabellen, Graphen linearer Funktionen und deren Eigenschaften wiederholt. Dieses Basiswissen soll den SchülerInnen bei der Erarbeitung der quadratischen Funktionen helfen. Sie können die für sie neuen Eigenschaften der quadratischen Funktionen anhand eines Vergleiches zwischen quadratischen und linearen Funktionen beschreiben. Zudem erkennen sie, dass quadratische Funktionen zusätzlich zum Beispiel Hoch- oder Tiefpunkte besitzen, die für die SchülerInnen intuitiv Sinn machen, die sie mathematisch aber noch nicht beschreiben können.

In dieser Stunde tauchen beide Funktionsarten auf. Die SchülerInnen sollen das Anwendungsproblem bearbeiten und stoßen dabei erst auf eine lineare und später auf eine quadratische Funktion. Sie sollen die quadratische Funktion vorerst nur als nichtlinear erkennen, da die erarbeiteten Eigenschaften der linearen Funktionen nicht zutreffen. Am Ende der Stunde sollen einige Eigenschaften der quadratischen Funktion, die noch nicht zwingend so bezeichnet werden muss, benannt werden. Um das Anwendungsproblem zu lösen, müssen die SchülerInnen die Annahme machen, dass eine solche Funktion einen Hochpunkt besitzt, da dieser die Lösung des Problems ist. In den Folgestunden arbeiten die SchülerInnen die Eigenschaften der neuen Funktion heraus. 

4. Bemerkungen zur Lerngruppe

Ich unterrichte die Klasse angeleitet seit Ende September 2000 und habe mit diesen SchülerInnen meinen Unterrichtsversuch mit Lerntagebüchern (Journale) „Meine Reise in die Mathematik“ durchgeführt. Die Klasse besteht aus 12 Schülern und 9 Schülerinnen. Im Schnitt sind die Jungen den Mädchen leistungsmäßig überlegen; insbesondere Jens, Olaf und Hinrich sind sehr leistungsstarke Schüler. Sie sind in der Lage, auf hohem Niveau abstrakt zu denken und Lösungen zügig auf andere Probleme anzuwenden. Die meisten Schüler nehmen regelmäßig am Unterrichtsgeschehen teil. Charlotte und Federika sind bezüglich der mündlichen Mitarbeit die einzigen Gegenpole zu den starken Jungen. Julia und Frederieke sind schriftlich sehr gut, beteiligen sich allerdings nur, wenn ich sie dazu auffordere. Die meisten Mädchen sind leider sehr zurückhaltend. Aus diesem Grund versuchte ich, vor allem die Mädchen stärker in das Unterrichtsgespräch zu integrieren. Am Anfang fühlte ich mich schnell dazu verleitet, dem Tempo der starken SchülerInnen nachzugeben, allerdings wurden die übrigen KlassenkameradInnen dann abgehängt. Nach dieser ersten Phase verlangsamte ich das Tempo. Glücklich war ich mit dieser Lösung jedoch nicht, da wir kaum vorwärts kamen und die unterforderten SchülerInnen sich anderen Sachen zuwandten. Dies liegt nicht zuletzt an den für diese Altersstufe typischen Problemen durch die Pubertät. Viele haben jetzt eine/n Freund/in und sind gedanklich in den meisten Fächern nicht immer beim Unterrichtsgeschehen . 

Mit der Einführung der Journale mit Aufträgen und Zusatzaufträgen erhoffte ich mir einen Weg zu finden, bei dem jede SchülerIn ihr eigenes Tempo bestimmen kann, um damit der Binnendifferenzierung Rechnung zu tragen. Ich war positiv über die Mitarbeit – besonders einiger Jungen – überrascht. Obwohl ich die Journale sechs Wochen nach der Einführung eingesammelt habe, arbeiten die SchülerInnen dennoch manchmal bei Aufträgen mit der Methode des Dokumentierens. Bei den Klassenarbeiten haben einige SchülerInnen, die den mathematischen Ansatz zu einer Aufgabe nicht fanden, ihre Gedanken dokumentiert. Ich habe sie dazu ermuntert und dies honoriert. 

Problematisch bei dieser Methode ist der mit dem entdeckenden Lernen verbundene Freiraum einerseits und das Verlangen der SchülerInnen nach Strukturierung andererseits. Da einige SchülerInnen – besonders die Jungen – diese Strukturierung bevorzugen, sind diese mit der gegebenen Freiheit und der Aufforderung, sich selbst mit dem Stoff zu beschäftigen, überfordert und fragen mich zum Beispiel immer noch, wann wir wieder mit der normalen Mathematik anfangen würden. 

Nach dem Unterrichtsversuch ging ich auf dieses Verlangen ein und unterrichtete die Einheit über reelle Zahlen strikt nach dem Buch, ohne davon vollkommen überzeugt zu sein. Ich merkte jedoch zu meiner Zufriedenheit, dass diese Art des Unterrichtens für die SchülerInnen auch nicht sehr befriedigend war. Einer der Gründe dafür war wahrscheinlich, dass die SchülerInnen bemerkten, dass ich nicht hinter dieser Unterrichtsweise stand. Nachdem die SchülerInnen einen „Schülerfragebogen zur Unterrichtssituation“ ausfüllen sollten, hatten wir ein sehr interessantes und klärendes Gespräch. Seit Januar unterrichte ich mit einer Mischform aus Aufträgen (z. B. mit Stationen zu Potenzen und mit einer Modellbildung der totalen Sonnenfinsternis zu Strahlensätzen) und Übungseinheiten aus dem Buch – damit sind wir alle zufriedener.

Das Klima innerhalb der Lerngruppe ist positiv. Die SchülerInnen gehen kumpelhaft miteinander um. Ich stelle allerdings fest, dass Beiträge der Klassenspitzen nicht hinterfragt werden („Wenn Jens das sagt, wird es schon stimmen.“). Sie hören sich gegenseitig immer noch nicht genügend zu. Ich versuche, sie zu ermuntern, sich zu beteiligen und den anderen Beiträgen zuzuhören. Erfreulich ist die jetzt regere Beteiligung einiger SchülerInnen, die sich zwar fast ausschließlich reproduktiv äußern, aber dennoch am Unterrichtsgeschehen teilnehmen. Vor allem die Schülerinnen sind jetzt selbstsicherer, nachdem sie bei der Arbeit mit den Journalen einen Erfolg verspürt haben und von mir wegen ihrer detaillierten Dokumentation gelobt wurden. 

Mir macht das Unterrichten in dieser Klasse viel Spaß.                                              (Namen geändert!)
5. Didaktische Überlegungen

a) zur Themenwahl: 

Der Funktionsbegriff ist die Basis zur Erschließung vieler Probleme im Mathematikunterricht, da er die Mathematisierung der Zuordnungen ist. Nach der Einheit über lineare Funktionen in Klasse 8 wird nun eine Funktionenklasse eingeführt, die für viele Gebiete der Naturwissenschaft und Technik von großer Bedeutung ist. Die quadratischen Funktionen bieten die Möglichkeit, das vorhandene Analysiswissen wie bei Symmetrie- und Monotoniebetrachtungen, Nullstellenbestimmung, Einblicke in Extremwertprobleme und die Auffassung quadratischer Gleichungen als Schnittstellenbestimmung zu erweitern. Der Vorteil ist, dass die SchülerInnen diese möglichen Protostellen der Kurvendiskussionen schon anhand der quadratischen Funktion kennen lernen können. Damit sind sie für die höhere Analysis unentbehrlich, da die genannten Protostellen an dieser dafür einfachsten Form einer Funktion behandelt werden können. Der Schwierigkeitsgrad wird später durch die Funktion selbst (z. B. Exponentialfunktion) erhöht. 

Der Zugang zu den quadratischen Funktionen wird hier geometrisch gewählt. Die Geometrie ist wegen ihrer Zugriffsmöglichkeiten wie bei Berechnungen an geometrischen Figuren und Körpern und Lösen von Anwendungsproblemen sehr vielfältig. Sie besitzt im Vergleich zu anderen Stoffen der Mittelstufe den großen Vorteil der Anschaulichkeit. 

b) Sachanalyse des Auftrags und Schüleraktivitäten: 

Die eigentliche Frage des Auftrages ist das Herausfinden des größtmöglichen Rechtecks. Ziel für mich ist jedoch auch, dass die SchülerInnen die unterschiedlichen Eigenschaften zwischen einer linearen und einer quadratischen Funktion erkennen. Im Auftrag spiegelt sich dieses insofern wider, als die SchülerInnen sich zuerst mit der linearen Funktion beschäftigen. Bevor die neue Funktionenklasse eingeführt wird, müssen der bisherige Wissensstand und die gemeinsam in den letzten beiden Stunden erarbeiteten Eigenschaften der linearen Funktion reaktiviert werden. Dies ist wichtig, um gerade den schwächeren SchülerInnen den Einstieg in die sich anschließenden Überlegungen über die Unterschiede zwischen den beiden Funktionenklassen zu ermöglichen. Um dieses Grundwissen verfügbar zu machen, sollen die SchülerInnen für die lineare Funktion, die jeder Seitenlänge x des Rechtecks die dazugehörige Seitenlänge y zuordnet, einige Werte für eine Wertetabelle aufstellen (siehe Lösungen im Anhang). Die Wertetabelle für die quadratische Funktion wird ebenfalls aufgestellt. Nach der Besprechung der Wertetabellen sollen die SchülerInnen für die lineare Funktion den Graphen zeichnen und für die quadratische die Werte in ein Koordinatensystem eintragen. Hierzu können sie die Strahlensätze benutzen, um auf die von x abhängige Zuordnungsvorschrift y = f(x) = 90 – ¾ ( x zu kommen. Gewitzte SchülerInnen sehen, dass die Hypotenuse des Dreiecks auf dem Auftragsblatt schon der Graph dieser Funktion ist. Allerdings glaube ich nicht, dass viele SchülerInnen diesen Zusammenhang bemerken werden. Die Fläche des Rechtecks A lässt sich durch A (x, y) = x ( y errechnen. Die Seitenlängen 45(mm) und 60(mm) bieten die größtmögliche Fläche von 2700(mm2). Um die von x abhängige Fläche A(x) herauszubekommen, setzt man das schon erworbene Wissen über y in die Gleichung ein; d.h. A(x) = x ( (90 – ¾ ( x). In der nächsten Stunde wird thematisiert, dass A(x) = 90 x – ¾ x2 ist und damit der Name quadratische Funktion begründet ist. 

Die Schwierigkeit beim gestellten Auftrag ist, dass die SchülerInnen sowohl ihr ganzes Wissen über die Eigenschaften der linearen Funktion aktivieren als auch die unerwartete Überraschung, dass die neue Funktion, welche die Fläche der Seitenlänge x zuordnet, den ganzen erarbeiteten Gesetzen nicht gehorcht, überwinden müssen. Beim Markieren der Punkte für die letztere Funktion fällt ihnen auf, dass es keine Gerade ist, folglich auch keine lineare Funktion. Die SchülerInnen sollen sich überlegen, was aus dem gezeichneten Graphen zu folgern ist. In dieser Stunde wird nicht verlangt, dass die SchülerInnen den Begriff quadratische Funktionen oder Parabeln kennen lernen. Ich lasse dabei auch Beschreibungen, wie Kuppel oder umgedrehte runde Vase oder ähnliches zu. Um die größtmögliche Fläche des Rechtecks herauszubekommen, sollen sie Vermutungen anhand der Punkte im Koordinatensystem anstellen. Eine auf die Symmetrie der Punkte basierende Begründung reicht in dieser Stunde aus, um zu sagen, wo der Hochpunkt liegt. Ich halte diese intuitive, wenn auch mathematisch nicht ausreichende Erklärung für angemessen, da wir sie in den nächsten Stunden aufarbeiten werden.                

Ein A’mal ist ein Zauber, den man mit Hilfe eines dreieckigen Taschentuches bewirken kann. Dieses wird demjenigen zugesteckt, der dem Zauber erliegen soll. Man setzt dadurch Elfenkräfte frei, die diese  Person gut- oder böswillig verzaubern. Üblicherweise geht man dazu zu einer A’rafa – vergleichbar mit Wahrsagerinnen in der europäischen Kultur. Der Zauberbeutel im Auftrag ist von mir frei erfunden, wobei der Glaube an die A’mal an sich in arabischen Ländern weit verbreitet ist.  

c) Begründung des Auftrags:

Um die Motivation der SchülerInnen zu erhöhen, wähle ich einen Zugang durch eine für sie fremde Kultur. Damit erhoffe ich mir eine große Aufmerksamkeit. Ich finde vor allem die Einbeziehung der Umwelt der SchülerInnen wichtig. Ich habe vorsichtig angefragt, ob ihnen der vierzehnte Februar etwas bedeute. Das Ergebnis war bei Schülerinnen und Schülern ähnlich. Wenn sie eine/n Freud/in haben, wissen sie sofort, dass dies der Valentinstag ist. Haben sie keine/n, ist dies der Grund, dass zwei Schüler zu unterschiedlichen Zeitpunkten sagten: „Man merkt doch gleich, dass du keine Freundin hast.“ Beim Stundeneinstieg gehe ich deswegen auf beide Situationen ein. 

Obwohl der Anspruch hoch gesetzt wird, finde ich den Auftrag dennoch angemessen, da sich die SchülerInnen die quadratischen Funktionen selbst erarbeiten. Die SchülerInnen können sich damit vorstellen, was eine quadratische Funktion aussagt. Zudem hantieren die Lernenden mit ihnen bekannten Begriffen wie Rechtecken und Dreiecken. 

6. Angestrebtes Unterrichtsergebnis


Die Schülerinnen und Schüler sollen 

· das Anwendungsproblem analysieren und durch das Variieren der Seitenlängen x und y einige Rechtecke herausfinden,

· erkennen, dass sich hinter der Zuordnung Seitenlänge y bezüglich der Seitenlänge x eine lineare Funktion verbirgt,
· ihre Werte für die Seitenlänge x und die dazugehörige Fläche des Rechtecks in ein Koordinatensystem eintragen,
· einige Eigenschaften der linearen und quadratischen Funktionen benennen und
hoffentlich Spaß am Lösen von Sherazades Problem haben.

7. Methodische Überlegungen und die Schüleraktivitäten

Die Stunde fängt mit einer Einstimmung auf das Thema an, welche sowohl eine kleine Geschichte als auch eine Erläuterung des Auftrags beinhaltet. Ich werde den SchülerInnen erzählen, wie man in arabischen Ländern den Valentinstag feiert, welche Geschenke gemacht werden und dass man es bei einer unglücklichen Liebe mit einem A’mal versuchen könne. 

Da die SchülerInnen die Methode des Auftrags kennen, werde ich sie nur kurz darauf hinweisen, dass sie den persönlichen Kommentar in Einzelarbeit schreiben sollen. Für die Anweisungen im Auftrag halte ich eine Partnerarbeit für sinnvoll. Die SchülerInnen müssen zeichnen, messen, Werte aufschreiben, die lineare Funktion anhand der Strahlensätze oder des Dreiecks erkennen und diese Funktionsvorschrift ermitteln. Für die SchülerInnen handelt es sich bis dahin um keine neuen Sachverhalte. Um die SchülerInnen nicht zu überfordern und ökonomisch zu arbeiten, sollen sie sich zu zweit mit dem Auftrag auseinandersetzen. 

Die folgende Sammel- und Sicherungsphase ist von großer Bedeutung für das Verständnis der beiden Funktionenklassen. Die SchülerInnen diktieren mir jeweils ihre Werte für die Seitenlängen x und y und die Fläche des zugehörigen Rechtecks (Tripel). Jedes Tripel wird durch drei verschiedene Farben untereinander auf ein DIN A4-Blatt geschrieben und an der Tafel befestigt. Ich lasse mir die Werte aus zwei Gründen diktieren. Einerseits behalten die SchülerInnen und ich den Überblick über die schon gesagten Tripel, da sie laut vorgelesen werden und damit nicht nochmals von einer anderen SchülerIn diktiert werden müssen, andererseits sparen wir damit Zeit. Die Anerkennung für die SchülerInnen ist trotzdem durch ihr vorgegebenes Tripel an der Tafel gegeben. Die Tripel werden von mir jedoch ungeordnet an der Tafel befestigt. Die SchülerInnen sollen diskutieren, wie man sie am besten ordnen könnte. Intuitiv werden einige vielleicht sagen, dass eine Ordnung nach der Fläche, nach der gefragt ist, am schlausten sei. Dagegen spricht allerdings, dass die Fläche (hier die abhängige Variable) bis zur Seitenlänge x von 60 cm größer und danach kleiner wird. Mathematisch gesehen macht eine Ordnung nach der unabhängigen Variable (hier Seitenlänge x oder y) Sinn. 

Die SchülerInnen sollen nach der Ordnung die Eigenschaften aufzählen, die sie anhand der Tripel sehen. Auf einem Flipchart (aus Platzgründen kann man nicht die vollständige Tafel und den OHP benutzen) werde ich die Ergebnisse sammeln. Sie bestätigen, dass die zweite Funktion keine lineare Funktion sein kann, weil die Eigenschaften der linearen Funktion nicht zutreffen. Diese Ergebnisse dienen als ein Sprungbrett für die Differenzierung zwischen linearen und quadratischen Funktionen. 

Um den SchülerInnen bei der Differenzierung noch eine weitere Perspektive zu öffnen, sollen sie auf dem Arbeitsblatt ihre eigenen und die zusätzlichen an der Tafel befindlichen Werte in die Wertetabelle von Aufgabe 4 eintragen. Zeichnen sie nun diese Punkte in das Koordinatensystem ein, so wird ihnen wiederum auffallen, dass es sich hierbei nicht um eine lineare Funktion handeln kann. Eine SchülerIn zeichnet die Werte auf eine Folie, die alle auf dem OHP sehen können. 

Jetzt folgt eine Ergebnissicherung, bei der die SchülerInnen selbst erkennen, wie der Graph der nichtlinearen Funktion aussieht. Da die Zeit schon sehr fortgeschritten sein wird, soll zumindest die Frage gestellt werden, welche Seitenlängen Sherazade für ihr Rechteck benutzen soll. Die SchülerInnen werden diese höchstwahrscheinlich mit der Symmetrie der Punkte begründen. Für die schwächeren S ist diese Erklärung zudem einfacher, wenn sie sich vorher Gedanken zu den Ergebnissen in den Wertetabellen und den Punkten im Koordinatensystem gemacht haben. Sollte noch Zeit übrig sein, so wird die Funktionsvorschrift noch aufgeschrieben. In der nächsten Stunde werden dieselben Medien noch mal benutzt, um auf die quadratische Funktion und deren Eigenschaften zu kommen. 

Für SchülerInnen, die sehr schnell mit irgendeiner Aufgabe fertig sind und schon viel früher die Zusammenhänge gesehen haben, gibt es wie üblich einen Zusatzauftrag: Inwieweit ändern sich die Ergebnisse, wenn die Seitenlänge x auf der Hypotenuse liegt? Die SchülerInnen kennen dieses Prozedere, so dass sie zu mir kommen, um sich einen Zusatzauftrag zu holen. 

Die Hausaufgabe zur Stunde ist das Anfertigen eines Zauberbeutels und die Vervollständigung des Auftrags. Bezweckt wird damit der vertiefende Umgang mit dem Auftrag, da sie für ihren Zauberbeutel den ganzen Auftrag noch mal durchgehen und vor allem den Hochpunkt einer weiteren Parabel erkennen müssen.                        
8. Hausaufgabe zur Stunde
Vervollständige deine Aufzeichnungen über die linearen Funktionen.

9. Hausaufgabe von der Stunde 

Fertige deinen eigenen Zauberbeutel an. Vervollständige den Auftrag und deine Aufzeichnungen.

10. Anlage

Stundenverlaufsplan
Auftrag

Arbeitsblatt

Lösungen des Auftrages
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