Examenslehrprobe Mathematik 6 Gymnasium (Volker Krane) V.Krane@hamburg.de
1 Thema der Unterrichtseinheit

Die vorliegende Unterrichtseinheit ist im Bereich der Stochastik angesiedelt. Hier beschäftigt man sich mit der Datenerhebung und der graphischen Darstellung bzw. Auswertung dieser Daten, sowie mit allen Fragen der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses. Im Mittelpunkt stehen die sogenannten Zufallsexperimente, z.B. das Würfeln, das Ziehen von Losen, das Werfen einer Münze usw.

Die Stochastik reicht in nahezu alle Lebensbereiche hinein. Es ist daher sinnvoll, Schüler frühzeitig an die Denkweisen dieses Teilgebiets der Mathematik heranzuführen.

Der neue Rahmenplan Mathematik führt in seinen allgemeinen Bemerkungen aus: „Verständnisorientiertes Lernen im Mathematikunterricht wird durch eine Orientierung an zentralen Ideen unterstützt, die auf vielfältige Weise vernetzt werden.“
 Im Weiteren wird von den Autoren des Rahmenplanes eine Liste mit sieben zentralen Ideen aufgestellt:

· die Idee der Zahl 

· die Idee des Messens

· die Idee des räumlichen Strukturierens

· die Idee des funktionalen Zusammenhanges

· die Idee der Wahrscheinlichkeit

· die Idee des mathematischen Modellierens

· die Idee des Algorithmus

Die Unterrichtseinheit soll die „Idee der Wahrscheinlichkeit“ und die „Idee des mathematischen Modellierens“ vermitteln. Im Sinne des Spiralcurriculums sollen die Schülerinnen und Schüler
 der Unterstufe auf eine propädeutische Weise an die Stochastik herangeführt werden.

2 Thema der Stunde

Thema der Stunde ist die Einführung eines mehrstufigen Experimentes und die systematische Darstellung der möglichen Ereignisse mit Hilfe eines Baumdiagramms. Die Fragestellung des Unterrichts lautet: „Wie wahrscheinlich ist bei einem dreistufigen Experiment ein bestimmtes Ereignis?“

3 Bemerkungen zur Lerngruppe

Die Klasse 6x des Hamburger Gymnasiums wird von 16 Schülerinnen und 14 Schülern besucht. Ich unterrichte die Klasse seit ca. vier Wochen angeleitet in täglich einer Stunde.

In dieser Zeit habe ich die Klasse als eine sehr freundliche und kollegiale Gemeinschaft kennengelernt. Viele Schüler beteiligen sich am Unterricht, auch auf die Gefahr hin, dass ihre Aussage falsch sein kann.

Die Klasse ist in ihrem Leistungsvermögen nach meiner Einschätzung heterogen. Während mir die Schüler: xxx, yyy, zzz, xyz, yxz, yyz, xxz und xxy durch schnelle Auffassungsgabe aufgefallen sind, so sind die Schüler: ddd, eee fff, ggg, hhh, iii, jjj, kkk und lll eher langsamer.

Im folgenden möchte ich kurz auf einige Schüler eingehen.

eee ist ein starker Stotterer. Er ist in therapeutischer Behandlung. Zur Unterstützung dieser Therapie versuche ich, ihn in jeder Stunde mindestens einmal aufzurufen. Er soll nach Aussage des Therapeuten nicht „verstummen“, sondern sprechen üben. Seine Antworten im unterrichtlichen Zusammenhang fallen aber eher kurz aus.

xxz ist eine sehr lebhafte Schülerin. Häufiger ist es jedoch geboten, sie in ihrem Redefluss zu unterbrechen, da sie ansonsten die Stunde ganz in ihrem Sinne gestalten würde.

hhh gerät mit seinen Mitschülern in den Pausen häufig aneinander, da er gern provoziert. Je nachdem, ob dieses vorgefallen ist, ist er dann im Mathematikunterricht unaufmerksam. Allerdings sind diese „Ausfälle“ nach Aussage des Klassenlehrers Herrn zzz schon deutlich zurückgegangen, und zwar sowohl in der Anzahl als auch in ihrer Intensität.

4 Stellung der Stunde in der Unterrichtseinheit

Die Schüler haben in einem Einstieg die Begriffe der „absoluten“ und „relativen Häufigkeit“ wiederholt bzw. kennengelernt. Die Einstiegsaufgabe hierzu war:

Andrea und Martin werfen Wurfspieße auf eine „Fünferscheibe“ (Mittelpunkt 5, nach außen in Einerschritten abnehmend). Als sie aufhören, haben sie folgende Ergebnisse erzielt:
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Über die offene Fragestellung: „Wer ist der bessere Wurfpfeilwerfer?“ wurden die Begriffe „absolute“ und „relative Häufigkeit“ erarbeitet.

Es schloß sich ein Zufallsexperiment an. Die Schüler haben in Zweiergruppen mit je zwei Würfeln 50 Würfe durchgeführt und in einer vorbereiteten Tabelle protokolliert. Hiermit wurde die Verknüpfung zwischen dem Begriff der „relativen Häufigkeit“ und der „Wahrscheinlichkeit“ vorbereitet. Zur weiteren Festigung wurden auch die relativen Häufigkeiten der einzelnen Augenzahlsummen beim Würfeln mit zwei Würfeln ausgewertet. Besonderes Augenmerk habe ich in diesem Teil der Unterrichtssequenz auf die Unterscheidung „Ergebnis“ und „Ereignis“ gelegt.

In der heutigen Stunde schließt sich nun ein mehrstufiges Experiment an. Im weiteren Unterrichtsgang lernen die Schüler die Pfadregeln als Möglichkeit der Vorhersage kennen. Gleichzeitig wird hier wieder an die zuvor erlernte Bruchrechnung angeknüpft.

5 Ziele

· Die Schüler lernen ein mehrstufiges Experiment kennen.

· Die Schüler suchen nach den möglichen Ereignissen dieses Experimentes.

· Die Schüler lernen die Funktionsweise eines Baumdiagramms kennen.

· Die Schüler systematisieren die möglichen Ereignisse mit Hilfe eines Baumdiagramms.

6 Sachanalyse

In der Stochastikeinheit der sechsten Klasse kommt es mir insbesondere darauf an, bei den Schülern ein grundlegendes Verständnis für die wichtigen Begriffspaare „absolute“ und „relative Häufigkeit“, „Ereignis“ und „Ergebnis“ sowie den Wahrscheinlichkeitsbegriff zu legen. Im folgenden nenne ich die für meinen Unterricht wichtigen Definitionen:

· Die absolute Häufigkeit gibt an, wie oft ein Ergebnis eingetreten ist.

· Die relative Häufigkeit ist der Anteil eines Ergebnisses an der Anzahl der insgesamt durchgeführten Versuche.

· Ein Experiment, bei dem man das Ergebnis nicht sicher vorhersagen kann, heißt Zufallsexperiment. Zu einem Zufallsexperiment gehört eine Menge S von möglichen Ergebnissen. Führt man das Zufallsexperiment durch, so tritt immer eines dieser Ergebnisse ein.

· Ein Ereignis setzt sich aus einem oder mehreren Ergebnissen eines Zufallsexperimentes zusammen. Beispiel: Wird ein Würfel geworfen, so gehören zu dem Ereignis „Die Augenzahl ist größer als 4“ die Ergebnisse „5“ und „6“.

· Für Zufallsexperimente, bei denen die Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind, kann man die Wahrscheinlichkeit, mit der ein bestimmtes Ereignis auftritt, berechnen, indem man die „Anzahl der für das Ereignis günstigen Ausgänge“ durch die „Anzahl der möglichen Ausgänge“ teilt.

· 1. Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit für einen Pfad erhält man durch Multiplizieren der Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Strecken des Pfades.

· 2. Pfadregel: Gehören zu einem Ereignis mehrere Pfade, dann ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses die Summe der Wahrscheinlichkeiten der zum Ereignis gehörenden Pfade.

Bei dem Experiment der heutigen Stunde handelt es sich um ein dreistufiges Laplace-Experiment. Bei einem Laplace-Experiment haben alle Elementarereignisse die gleiche Wahrscheinlichkeit für ihr Auftreten.

7 Didaktisch-methodische Überlegungen

Zum Einstieg in die heutige Stunde zeige ich ein Poster aus der Zeitschrift Bravo oder einem vergleichbaren Jugendmagazin und schildere folgende von mir konstruierte Situation: „Um zu entscheiden, ob dieses Poster in der Klasse aufgehängt werden darf, schlägt der Klassenlehrer vor, dass ein Schüler dreimal aus einer Urne, die nur eine rote und eine grüne Kugel enthält, ziehen soll. Das Poster darf aufgehängt werden, wenn er mindestens zweimal die grüne Kugel gezogen hat.“ Zur Beurteilung der Situation lautet meine Frage an die Schüler: „Ist dieses ein faires Verfahren?“ Zur Erleichterung der Beurteilung wird das Experiment von Schülern demonstriert.

Diese Situation habe ich so konstruiert, da in der vergangenen Woche ein konkreter Konflikt über das Aufhängen von Postern im Klassenraum bestand. Die Schüler hatten Poster mitgebracht, die nach Ansicht des Klassenlehrers nicht in einen Klassenraum gehören. Diesen aktuellen Anlass nutze ich als „Aufhänger“ für meine Unterrichtsstunde. Ich bin mir bewußt, dass die Schüler die Frage („Ist dieses ein faires Verfahren?“) auf die Beurteilung des Losverfahrens gegenüber des in der letzten Woche vom Klassenlehrer durchgeführten Vorauswahlverfahrens beziehen könnten. Sollte dieses der Fall sein, werde ich durch geeignete Impulse den Fokus wieder auf die Beurteilung des Losverfahrens richten. Denn der aktuelle Anlaß dient nur dem Zweck, die Aufmerksamkeit der Schüler auf die Beschäftigung mit dem vom Klassenlehrer vorgeschlagenen mehrstufigen Experiment zu lenken. Da die Schüler vermuten können, dass der Lehrer ein Verfahren vorschlägt, welches zu seinen Gunsten ausfällt, erwarte ich, dass die Schüler die Fairneß des Verfahrens (Schüler und Lehrer haben die gleiche Wahrscheinlichkeit zu „gewinnen“) nicht sofort erkennen. Hierdurch werden sie motiviert, das Zufallsexperiment zu analysieren.

In der konstruierten Einstiegssituation habe ich mich für das Urnenmodell entschieden, da es in der Stochastik häufig zum Modellieren von zufälligen Vorgängen herangezogen wird. Außerdem wird das Experiment als „Ziehen mit Zurücklegen“ durchgeführt, da es in Bezug auf die zu ermittelnden Wahrscheinlichkeiten ein einfaches Modell ist. In der Urne werden sich nur zwei Elemente, eine grüne und eine rote Kugel, befinden. Auch dieses dient der Vereinfachung und der Übersichtlichkeit. Mit den Farben Grün und Rot möchte ich im weiteren Unterrichtsverlauf den Schülern eine Orientierungshilfe geben, indem sie mit den Farben eine Ampel assoziieren können. Um den Schülern den Vorgang des Zurücklegens und des guten Durchmischens, also der Gleichwahrscheinlichkeit der enthaltenen Elemente zu verdeutlichen, wird das Experiment wie folgt durchgeführt: Ein Schüler übernimmt die Aufgabe des Schüttelns der Urne, ein weiterer Schüler wird die Ziehung „blind“ durchführen. Nach jeder Ziehung wird die gezogene Kugel für alle sichtbar hochgehalten. Ein dritter Schüler notiert die Ergebnisse auf einem vorbereiteten Plakat. Anschließend wird die Kugel demonstrativ zurückgelegt und der erste Schüler schüttelt erneut. Das Experiment wird dreimal durchgeführt. Das Plakat ist genauso strukturiert wie das Arbeitsblatt 1 „Dreimaliges Ziehen mit Zurücklegen“
. Die Schüler haben somit bereits für die spätere Bearbeitung des Arbeitsblattes eine Vorlage vor Augen. Ich vermute, dass ich dem Schüler, der die Ergebnisse notieren soll, mitteilen muss, dass er die einzelnen Kreise nur farbig markieren und nicht etwa farbig ausmalen soll. Dieses ist aus Zeitersparnissgründen notwendig.

Je nach Ausgang des Experimentes sind nun ein bis drei der möglichen Ereignisse als Ergebnisse entstanden. An dieser Stelle könnte für die Schüler das Problem auftreten, dass sie als Ergebnis nur das Ziehen der Farbe Rot oder Grün ansehen, nicht also z.B. „rot, rot, rot“ als Ergebnis begreifen. Ich werde dieses durch Nachfragen überprüfen und gegebenenfalls darauf hinweisen, dass das Experiment dreistufig war, wir also „dreiteilige“ Ergebnisse erhalten haben.

Für die Erarbeitungsphase I übertrage ich mit den Schülern den Plakatanschrieb auf eine Folie, die das AB 1 zeigt. Je nach Ausgang des Experimentes kann an dieser Stelle über die Gleichheit von zwei Ergebnissen diskutiert werden. Die Schüler werden darauf hingewiesen, dass auf dem AB 1 nur verschiedene Ergebnisse notiert werden sollen. Ich fordere sie auf, weitere verschiedene mögliche Ereignisse zu suchen. Ich weise die Schüler erneut darauf hin, dass die Kreise nur markiert und nicht ausgemalt werden sollen. Das AB 1 enthält mehr Möglichkeiten, als bei diesem Experiment vorkommen können. Hierzu habe ich mich entschlossen, um die Schüler nicht einzuengen. Ich möchte ihnen in dieser Phase ein selbststrukturiertes Suchen ermöglichen, auch auf die Gefahr hin, dass es bei einigen unstrukturiert ausfallen kann. Auf dem AB 1 sind die drei Kreise pro Ereignis leicht in der Höhe versetzt. Ich möchte hiermit die Dreistufigkeit visualisieren.

In der Sicherung I verschaffe ich mir zunächst einen Überblick über die Anzahl der gefundenen Ereignisse. Ich erwarte, dass nicht alle die korrekte Anzahl (acht) haben, sondern, dass mehreren Schülern einige Ereignisse fehlen, andere wiederum einige doppelt haben. Die verschiedenen Möglichkeiten werden dann zusammengetragen und von mir auf der Folie gesichert. Diese Folie besteht aus mehreren Folienstreifen, deren Einsatz weiter unten erläutert wird. Die Schüler übernehmen fehlende Lösungen oder streichen doppelte auf ihren Arbeitsblättern durch. Die Frage „Haben wir alle Möglichkeiten gefunden?“ leitet in jedem Fall zur Erarbeitungsphase II über, also auch, wenn alle möglichen Ereignisse gefunden wurden.

In der Erarbeitungsphase II soll das Suchen von Ereignissen systematisiert werden. Hierzu stelle ich den Schülern die Idee des Baumdiagramms mit Hilfe eines Foliensatzes vor, der im Overlay-Verfahren das Arbeitsblatt 2 „Baumdiagramm für das Dreimalige Ziehen mit Zurücklegen“
 entwickelt. Anschließend sollen die Schüler das AB 2 systematisch vervollständigen. Eine Anweisung für die Systematik wird sein, dass die Kreise, die an einer Verzweigung oben stehen rot, die Kreise, die unten stehen, grün markiert werden. Hier ist die Assoziation mit der Ampel erneut gegeben. Ich habe das AB 2 vorstrukturiert, um den Schülern das Zeichnen ihres „ersten“ Baumdiagramms zu erleichtern. Damit vermeide ich den häufigsten Fehler bei der Anlage eines Baumdiagramms, nämlich das zu hohe Ansetzen und der damit fehlende Platz im oberen Teil. Allerdings soll nicht die gesamte Struktur vorgegeben werden, da die Aufgabe sonst zu einer reinen Zeichenaufgabe werden würde. Im vorliegenden Fall müssen die Schüler die dritte Stufe des Experimentes selbstständig einfügen.

In der Sicherungsphase II wird das vollständige Baumdiagramm per Folie gezeigt. Die Schüler vergleichen mit ihren Lösungen und vervollständigen diese gegebenenfalls. An dieser Stelle bietet sich ein erster Stundenausstieg an. Ich stelle die Hausaufgabe A.

Als letzter Schritt findet die Zuordnung der zuvor unsystematisch gefundenen Ereignisse zu den Ereignissen im Baumdiagramm statt. Zu diesem Zweck waren die Lösungen von AB 1, wie oben erwähnt, auf Folienstreifen notiert worden. Diese können nun rechts neben die Ereignisse des Baumdiagramms gelegt werden. Nun greife ich die Frage nach der Fairneß (siehe Einstieg) wieder auf. Die Schüler erkennen, dass es vier für sie günstige und vier für den Lehrer günstige Ereignisse gibt, das Verfahren also „fair“ zu nennen ist. Ich stelle die Hausaufgabe B.

Als didaktische Reserve eignen sich die Pfadregeln, die ansonsten in der nächsten Stunde thematisiert werden.

8 Hausaufgaben zur folgenden Stunde

8.1 Hausaufgabe A

Die Hausaufgabe lautet: War das vom Klassenlehrer vorgeschlagenen Verfahren „mindestens zwei grüne Kugeln müssen gezogen werden“ fair?

8.2 Hausaufgabe B

In der Hausaufgabe zur folgenden Stunde werden die Schüler zur Reorganisation des zuvor Gelernten angehalten. Die Aufgabe lautet: Eine 1-DM Münze wird dreimal hintereinander geworfen. Zeichne für dieses dreistufige Experiment das dazugehörige Baumdiagramm!

Von den Schülern wird hier eine Leistung auf der Abstraktionsebene gefordert. Für sie ist es nicht sofort einsichtig, dass es sich bei dem Experiment der Hausaufgabe um dasselbe Experiment wie in der Schule handelt. Daher halte ich die Aufgabe für angemessen, obwohl sie auf den ersten Blick trivial erscheinen mag.

Tabellarischer Überblick über den geplanten Stundenverlauf


Lehreraktivität
Schüleraktivität
Medien / Sozialform

Einstieg
Poster wird gezeigt und das Experiment „Dreifaches Ziehen mit Zurücklegen aus einer Urne“ wird erklärt.

Frage: „Ist dieses ein faires Verfahren?“

Nachfrage: „Was ist ein Ergebnis unseres Ex​perimentes?“
Drei Schüler führen das Experiment durch (ein Schüler zieht, ein Schüler sagt Ergebnis an und mischt, ein Schüler notiert auf dem Plakat).
Poster,Urne mit einer roten und einer grünen Kugel, Brille

Plakat

L-S-Gespräch

Schülerdemonstration

Erarbeitung I
Erteilt anhand einer Folie eine genaue Arbeitsan​weisung. Übernimmt die Ergebnisse des Plakates auf die Folie.


Schüler suchen unsystematisch die möglichen Ausgänge des Experimentes und markieren sie farbig auf ihren Arbeitsblättern.
Folie vom AB 1

AB 1

rote und grüne Stifte

S-Partnerarbeit

Sicherung I
Vergleichen der Lösungen.

a) Wer hat eine, zwei, ... weitere Ereignisse?

b) Nennt eure Ereignisse.
a) Die Schüler nennen die Anzahl der von ihnen gefundenen Ereignisse.

b) Die Schüler benennen die Ereignisse und überprüfen ihre Arbeitsblätter.
Folienstreifen

L-S-Gespräch

Erarbeitung II
„Haben wir alle Möglich​keiten gefunden?“

Vorstellen der Idee des Baumdiagramms
Schüler vervollständigen das Baumdiagramm auf dem AB  2
Overlay-Foliensatz

AB  2

L-S-Gespräch

S-Partnerarbeit

Sicherung II
Das vollständige Baumdia​gramm wird per Folie gezeigt.

Zuordnung der zuvor unge​ordneten Ereignisse (AB 1) zu den systematisch gefundenen Ereignissen (AB 2) findet statt.

Rückbezug zur Einstiegs​frage
Die Schüler vergleichen ihre Aufzeichnungen mit der Folie

Schüler ordnen die Lösungen von AB 1 denen des AB 2 zu.
Folie

Folienstreifen

L-S-Gespräch

Reserve
( Pfadregeln
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� Im Weiteren verwende ich den Begriff Schüler geschlechtsneutral.


� Im Weiteren AB 1


� Im Weiteren AB 2.
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