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Beweis  des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

BEWEIS:

VOR.:     
1.  f integrierbar auf [a;b]
2.  F’ = f
3.  Definition  U(n), O(n)      
4.  Definition Integral, integrierbar      
5. Mittelwertsatz der Differentialrechnung


BEH:  
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a

f(x)dx

ò

 =  F(b) – F(a)    

Wegen Vor 1, Vor 3 und Vor 4 ist die Behauptung bewiesen, wenn folgendes gezeigt wird:


Es gilt:  U(n) 
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 F(b) – F(a) 
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 O(n)   Unter- und Obersummen


BEW:   Das Intervall [a;b] wird aufgeteilt in n gleichlange Teilintervalle, die alle die Länge   (b-a) : n haben. Diese Länge bezeichnen wir mit  λ.
Sei  Ii  ein beliebiges Teilintervall der Zerlegung mit den Randpunkten  ai-1 und ai  .

F ist auf  Ii  differenzierbar.

Dann gilt nach  dem  Mittelwertsatz der Differentialrechnung  (Vor 5):

Es gibt ein zi 
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 Ii mit    
I)   
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ii-1

i

F(a)-F(a)

F'(z)=
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   II)    F’(zi) λ  =  F(ai) – F(ai-1)

Aus II  und Vor. 2   folgt :   III)    f(zi) λ =  F(ai) – F(ai-1)

Seien nun ui bzw. oi das Minimum bzw. das Maximum der Funktionswerte auf [ai-1; ai].

Dann gilt   IV):  ui 
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  f(zi)    
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  oi
Aus IV  folgt V):  ui λ 
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  f(zi) λ 
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  oi λ

Aus III und V  folgt VI):   ui λ 
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 F(ai) – F(ai-1)  
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  oi λ

VI) gilt für i = 1, 2, …, n. D. h. es gelten folgende n Ungleichungsketten:


1)  u1 λ  
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 F(a1) – F(a) 
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  o1 λ

2)  u2 λ 
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 F(a2) – F(a1) 
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  o2 λ

3)  u3 λ 
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 F(a3) – F(a2) 
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  o3 λ

…….


i)   ui λ 
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 F(ai) – F(ai-1) 
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  oi λ

……..

n) un λ 
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 F(b) – F(an-1) 
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  on λ
Addition der Ungleichungsketten ergibt: 

VII)   
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Aus VII und Vor 3 folgt die Behauptung.

q. e. d
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